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3« Geometrie fanb td^ einige UnnoOfom* 
meni)eiten, n?elc&e i^ für Un @nmb 
mattim biefe "Biffenfd^aft, fo lange fi'e nicht in 
bte ^nai^p übergeht, bi6 jebt feinen 0(|ritt 
öorm^rtb thun fonnfe aub bemjenigen Suffanbe, 
in melcbem jte ung non @udib überfommen 
tfl. 3u ben Unnpüfommenheiten te^ne ich 
bie ^unfelheit in ben erflen Begriffen öon ben 
geometrif^^en ©röfen, in ber Irt imb Beife 
tnie man fid) bie ^In^meffung biefer Prüfen 
porffeöt, nub enblich bie michtige Sücfe in ber 
^h^nrie ber ^aralleien, meicbe au^pfüüen, alk 

toftrengnngen ber ^athetnatifer bib jebt »er^ 
gebli^ maten. ^le Bemühungen ^egenbre*! 
babeit p biefer Sh^orie ni(htb hinpgefügt, in* 
bem er genöthigt mar, ben einzigen ftrengen 
@ang su berlajfen, [ich auf einen 0eitenmeg 
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in menbeit; mb §u feine 3uflu(t>t 
in nel)men, met^e er unbegrünbeter Steife 
bemül)et aB notl^menbig^ ^iome barjuftellen. 

iÖleinen erften S3erfuc^ über bk Infang^* 
grünbe ber Geometrie i>eröfentncbte id) im 
„fafan’fc&en Boten"' für ba^ 3abr 1829. 3*^ 
ber |>offnung/ allen ^nforberungen genügt in 
haben, bef^äftigte ich mid) bi^^’ciuf mit einer 
^bfaffung biefer Sif|enf(^aft im l^anjen, nnb 
^ublicirte biefe meine wirbelt in einzelnen Sbei* 
len in ben „belehrten 0chriften ber Itnioer^ 
fität Äafan" für ba§ 3abr 1836, 1837, 1838 
unter bem Sitel: „9Jeiie Einfangögrünbe ber 
Geometrie, mit einer oollftänbigen ^b^orie ber 
parallelen." ^er Umfang biefer Arbeit blR* 
bert inellei^t meine Sanb^leute einem folgen 
©egenjlanbe p folgen, melier na(| Segenbre 
fein verloren bat. 3<^ 
ber 2lnft^t, ba^ bte ^b^one ber parallelen 
nid)t ihre 5lnfprüd)e auf bie 2lufmerffamfeit 
ber Geometer verlieren biirfte, unb be^b^il^ 
abjicbtige t# bi^^ bal ^efentlicbe meiner Un* 
terfucbungen barplegen, inbem i<$ ooraul be* 
merfe, baf ber P^eimmg £egenbre’§ ^urniber 
alle übrigen llnooHfommenbeiten, i B. bie 
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ft'nitton ber getaben Sink, ficb ]|ter freinbattig 
unb ol&ne dfcn eiuentüc&en ^inffuf auf bte 
^^eorie ber parallelen geigen. 

Ünr meine Sefer nid^t ju ermüben burd^ 
bie Pienge folc^er 0ä^e, beren 25etneife feine 
0c6mierigfeiten barbieten, gebe l^ier nur 
biejenigen im Sorau^ an, beren lenntitif für 
ba^ golgenbe nötjig ift 

1) @ine gerabeStnie becft fi(| felbjl 
in allen Sagen. |)ierunter berftel^e id^, baf 
bei ber Drehung ber gläcl)e bie gerabe Sinie 
ihren £)rt riicbt ueränbert, menn ji'e burdb smei 
unbemeglicbe punfte in ber Släd&e gebt. 

2) 3tt>ei gerabe Sinien fönnen ftcb ni<^t 
in jmei Punften fcbneiben. 

3) @ine gerabe Sinie, auf beiben 0eiten 
genugfam verlängert, muß über febe iBren^e 
binau^geben, unb tbeilt auf fold^e Seife eine 
begrenzte @bene in jmei Sb^il^- 

4) 3ü?ei gerabe Sinien, bie auf ein unb 
berfelben britten fenfre(^t ftnb, f^neiben fi^ 
nie, mie meit fie au^ immer verlängert merben. 

5) @ine gerabe Sinie f(bneibet jebergeit eine 
anbere gerabe, ivenn fte von einer 0eite ber^ 
felben auf bie anbere 0eite übergebt. 
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6) 0c^etteliDtnfe{, bei benen bie 0eiteix be^ 
einen bie ^Verlängerungen ber 0eiten be^ <m> 
bereu finb, jinb gleich. S)ieg gilt bon ebenen 
gerablinigen SBinfeln unter f!c&, fo mie bon 
ebenen Sl^^entbinfeln. 

7) gerabe £inien fönnen ftc^ nid&t 
fc^neiben, ujenn eine britte fte unter gleichen 
Sinfeln ((Jineibet. 

8) 3m gerablinigen ^reiede liegen gleiche 
0eiten gleiten SVinfeln gegenüber, unb um« 
gelehrt. 

9) 3m gerablinigen ^reiede liegt ber grö« 
^eren 0eite au(| ein größerer SÖVinfel gegen« 
über. 3nt re(itminlligen ^reiede ift bie 
pothenufe größer aB jebe ©atbete unb bie an 
ihr anliegenben SBinfei finb |>ib. 

10) ©erablinige ®reiede finb congruent, 
menn bei ihnen eine 0eite unb §mei ÜBinfel 
gleich, ober smei 0eiten unb ber imifchenlte« 
genbe Sinfel gleich, ober menn jmei 0eiten 
unb ber SSVinlel, meldher ber größten 0eite ge* 
genüber liegt, gleich, ober menn brei 0eiten 
gleich fittb. 

11) üine gerabe Sinie, melche ^erbenbifulär 
auf §mei anberen geraben £inten fteht, bk fleh 
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mit tl)v nic^t in einer @bene kjtnben, tfl fettf= 
rec&t auf aüen geraben SinieU; inelc!)e burci^ 
ben gemeinf^aftlid)en i5)ur4)f^nittgbunft in ber 
@benc bet betben le^tern gezogen »erben fönnen. 

12) ^er ^urcbWnitt einer tugei mit einer 
0bene ift ein Irei§. 

13) ^ine geröbe ßinie, bie 
cmf bem ®ure|fc{)nitt jtneier Ebenen ift, unb 
in einer ber betben fcfeneibenben Ebenen Üegt, 
ijt fenfre^t auf ber anbern @bene. 

14) 3tt einem fpbÄrif(|en ^reietfe liegen 
g(d<|ien ©eiten gleicbe Sinfei gegenüber, unb 
umgefel^rt. 

15) ©:pbärifdbe ^reietfe ftnb congruent, 
»enn ^ei ©eiten unb ber eingefc^loiKue SSin? 
tei gfei^, ober eine ©eite unb bie anliegenben 
fSinfel giei^ finb. 

^on l'm folgen bie übrigen ©dbe mit 
ihren Erläuterungen unb Betocifen. 

16) 5löe geraben Linien, melc&e in einer 
Ebene oon einem fünfte au^laufen, fönnen 
mit keglig auf eine gegebene gerabe Sinic in 
berfelben Ebene in pei ülaffen getbeilt »er* 
ben, uitb ,^mar in f^neibenbe unb nid&t 
f^neibenbe. ^ie @ren§linie ber einen 
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unb cnberen jener Linien mtrb ber ge¬ 
gebenen Sinte :parallel genannt. 

fei fünfte A (gig. 1.) ouf bie 
Sinie BC ber ^erpenbifel AD gefaßt, auf 
melcbem tnieber AE fenfred^t errichtet fein foß. 
Snt rechten SBinfel EAD merben entmeber aße 
geraben £mien, inel^e öom fünfte A ou^ge- 
ben, bie Sinie DC treffen, mie i. AF, ober 
einige berfelben ioerben, bem Kerpen- 
bifel AE, bie £inie DC nicht treffen. 3« ber 
Ungen?ifh«t, ob ber ^erpenbifei AE bie ein¬ 
zige £inie fei, welche mit DC nicht ,?ufammen- 
trifft, moßen mir annehmen, eö fei möglich, 
baf e§ nodh anbere Linien, §. fB. AG gäbe, 
melcpe DC ni^t fdhneiben, mie meit man ffe 
auch oeriängern mag. Bei bem Hebergange 
oon ben f4)neibenben Linien AF §u ben nicht 
fchneibenben AG, muf man auf eine £inie AH 
treffen, parallel mit DC, eine ©ren^linte, auf 
bereu einer 0eite alle ßinien AG bie DC nicht 
treffen, mährenb auf ber onbern 0eite jebe 
gerabe £ime AF bie Sinie DC fi^neibct. ^er 
Stnfel HAD §mifchen ber parallele HA unb 
bem ^erpenbifel AD helft ^araüel*?Bin- 
fei (Sinfel be§ ^aralleliömu^), biefen merben 
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mir ^ier burd& J7(p) be^eld^nen für AD — p. 
SSenn //(p) ein rechter Sinfel i(l, fo mirb bie 
35erlängemng AE' be0 ^erpenbtfelä AE eben« 
foH0 paraöel fein ber ^Verlängerung DB ber 
Stnte DC; moju mir noc^ bemerfen, böf In 
IBepel^ung auf bie öter redeten ^infel, melc^e 
am fünfte A burc^ bie ^crpenbifcl AE unb 
AD, unb il^ren Verlängerungen AE' unb AD' 
gebilbet merben, jebe gerabe £inie, mel^e üom 
fünfte A au^ge^t, entmeber felbtl, ober bod& 
menigfteng mit i^rer Verlängerung, in einem 
ber jmei redeten SfBinfeln liegt, meldbe nach BC 
i&ingefel^rt fmb, fo baf auf er ben ^araöelen 
EE' alle übrigen, menn fie nac& beiben 0ei* 
ten binrei<^enb oerlängert merben, bie Sinie 
BC fcbneiben muffen. 

Senn i7(p) < V^tt fo mirb auf ber am 
bern 0eite oon AD unter bemfelben Sinfel 
DAK = //(p) no(J eine £mie AK liegen, pa* 
rallel mit ber Verlängerung DB ber Sinie DC, 
fo baf bei biefer Einnahme mir no^ eine 0eite 
be§ ^aralleli§mu0 unterfdjeiben muffen. 
5lKe übrigen Linien ober Verlängerungen ber^ 
felben, innerhalb ber beiben na^ BC jugemem 
beten redeten Sinlel, gehören $u ben fclneiben- 
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ben, mmn fie tnnerbalfe beg SinfciS HAK=;= 
Ö /7(p) 5tt)tf(f>en ben 9)araMen liegen ; fie ge= 
^öten bogegen i^u ben nicbt fcbneibenben äO, 
n>enn ffe auf bet anbere« 0eite bet ^araUe^ 
len AH unb AK, in bet £)effnung ber gmei 
Sinfel EAH Tt—ni^X E'äK % 7r~~ 
//(})) sn?ifd)eit ben parallelen itnb bet auf AD 
^eti^enbifuldren EE' Hegen. Inf ber anbeten 
0ette M perijenbifelg EE' tnetben anf ä|n* 
liebe Seife bie Setldngenmgen AH' unb AK' 
bet Parallelen AH unb AK ebenfalls ijaraHel 
rmt BC fein; bie übrigen Sinien gelten tm 
Sinfel K'AH' p ben f(^neibenben, in ben 
Sinfeln K'AE, H'AE' aber p ben ni«|tfd^nei* 
benben. 

^emna^ fönnen bei ber ^orau^Mung 
/?{p) == % 7t bie Sinien nur fcjnelbenbe ober 
parallele fein ; nimmt man iebo<| an, baf /?(p) 
<: ‘4 7t, fo miif man §mei Parallelen ^ulaffen, 
eine auf ber einen unb eine auf bet anbetn 
0ette ; auferbem muf man bie übrigen Sinien 
unterfc^eiben in ni^tfe^neibenbe unb |<^neibenbe. 
Bei beiben Borau^felungen bient al§ Tltth 
mal be0 Parallelilmu^, baf bie £mie eine 
fb^neibenbe mirb, bei ber flemften lbmei(|ung 
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nad) bev 0eite fern, tro bie ^ifaraflete fo 
böl iDenn AH parallel OC, jebc Sinle AF bie 
I>C fcbneibet, mie flein aud) immer ber Sin* 
fei HAF fein mag. 

17) @ine gerabe ßinie be|dlt baef 
^enn^ei^cn be^ ^atalleli^mu^ in allen 
il^ren fünften. 

@0 fei AB (Sig. 2,) parallel mit CD, auf 
tt)el($er Ie$tern AC perpenbifulär ift. Sir 
mollen gmei Ranfte betrachten, melche beliebig 
onf ber £inie AB unb ib^rer Serldngerung jen» 
feit§ M ^erpenbifel^ genommen finb. 
liege ber ^unft E auf berjenigen 0eite be^ 
^erpenbifelö, auf meli^er AB alg parallel mit 
CD angefehen mirb. merbe au^ bem fünfte 
E ein ^erpenbifel EK auf CD gefällt, bi^muf 
merbe EF fo gezogen, bap jte innerhalb hH 
SinfeB BEK fällt, ^an oerbinbe bie fünfte 
A unb P burch eine gerabe £ime, bereu .Q5er* 
längerung bie CD irgenbmo in G fchneiben 
map (16. 0ab). |)ierbur{h erhält man ein 
^reiecf ACG, in melche^ bie £inie EF hinein* 
gebt; ba lehtere nun ntd)t AC fdhneiben fann, 
in golge ber ©onfiruction, unb eben fo menig 
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AG unb EK gum gleiten S)?ale {0a| 2.) fo 
muf fie CD irgenbmo treffen in H (0a^ 3.) 

fei je^t E' ein ^unft auf ber Merlan-» 
gerung x^on AB unb E'K' :per|)enb'ifuMr auf 
bie Verlängerung ber £inie CD, man ^ie^e 
bie 2ink E'F' unter einem fo fleinen Binfel 
A'E'F', baf fie AC irgenbmo in F' fc^neibe, 
unter bemfelben SBinfel mit x\B §ie|e man nod) 
auö A bie £inie AF, beren Verlängerung CD 
in G Htneiben mirb, (16. 0a|). ^ergeffalt 
erhält man ein ^reiecf AGC, in meld^eg bie 
Verlängerung ber Sinie E'F' ^ineingelt; ba 
nun biefe £inie nid&t. sum jmeiten Sltale AE 
fc^neibet, aber auc& nicht AG fchneiben fann, 
meil ber Sinfel BAG ^ BE^G^ (7. 0ah), fo 
muf jte CD irgenbmo in G' treffen. 

Von meldE)en fünften E unb E' alfo bie 
Linien EF unb E'F' au^ au^geben unb mie 
menig fie au(^ oon ber £inie AB abmei^en 
mögen, fo merben fie hoch ffet§ CD fdbneiben, 
5u n?el(^er AB i^arallel ift. 

18. Smei £inien finb ffetS me<|feU 
feitig ^^arallel. 

(10 fei AC ein ^ertjenbifcl ouf CD (Sig. 3), 
mit melier AB parallel iff ; man ^iebe au0 
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C bte 2mu CE unter trgenb einem fpi^en 
Sinfel ECD mit CD, unb falte au^ A ben 
^}3er|)enbifel AF auf CE, fo erhält man ein 
te^tminffigeS ^reie^ ACF, morin bie 
tl)emife AC gröfer aB bie ^atl)ete AF (9te 
0a|). Man mad&e AF~ag unb lege AF 
auf AG, fo merben AB unb FE bie Sage AK 
unb GH annebmen, bergejlalt baf Sinfel 
BäK=-FAC, folgli* muf AK bie Sinie DC 
irgenbmo in K fdmeiben (I6ter 0ab), mobureb 
ein ^reied AKC entfielt, innerhalb melcbe^ 
ber ^ert^enbiFel GH mit ber Sinie AK in L 
^iifammentrifft (Ster 0a|) unb bergejialt bie 
Entfernung AL be§ ®urcbfcbnitfgt?nnfte§ ber 
befben Siiüen Aß unb CE auf ber Sinie AB 
Dom fünfte A au§ beftimmt. 

^ierau§ folgt, baf CE jietg AB fcbneiben 
mirb, mie tim au^ immer ber Sinfel ECD 
fein mag/ mithin iji CD tjatallel AB (16ter 
0af). 

19. 3m gerablinigten ^reiede fanit 
bie 0umme ber brei Eintel nicht grö* 
fer aU ^mei 0le(Jte fein. 

Elefelt e§ fei im ^reiede ABC (gig. 4.) 
bie 0mmne ber brei Sinfel n-hu, fo mdhie 
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mott im Saöc ber Unglei(^l^eit bei 0citen bie 
fletnjie ßC, l^albite pe in D, au^ A hnt^ 
D bie j^tnie AD unb bte .Verlängerung 
berfelben, DE, gleich AD, l^ierouf nerbinbe 
man ben ^JJunft E burcb bic gerabe Sink EC 
mit bem fünfte C. 3n ben eongmenten 
e(fen ADB imb CDE i# ber Sinfel ABD^x 
DCE unb BAD =: DEC (6ter unb lOter 0a|); 
btermtg folgt, baf oud& im ^reieäe ACE bte 
0umme ber brei ^infel glei^ n-i-a fein muf, 
auferbem ifi ber fleinfle ^infel BAC (9ter 
0a|) hH ^reiec!^ ABC übergegangen in ba§ 
neue ^reiecf ACE, mobei er in bie jmei ^beüe 
EAC unb AEC ^erlegt mürbe. 5fuf biefe Seife 
fortfal^renb, inbem man fUU bie 0.eite bui* 
birt, meicbe bem fleinften Sinfel gegenüber 
liegt, muf man enblicb ^u einem .^ekäe ge¬ 
langen, in melcbem bie 0umme ber brei Sin- 
fei jT'f a i}\ morin ftd^ aber §mei Sinfel be- 
jtnben, beren jeber, feiner abfoluten @röfe na#, 
f{einer aU V, a iji; ha nun aber ber brüte Sin¬ 
fel ni#t größer a!0 n fein fann, fo muf a 
entmeber !)bull ober negatiö fein. 

20) Senn in irgenb einem gerabli- 
nigen bie 0umme bet brei 
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SBinfel gleich §meien redeten ijl, fo ift 
bief aud^ für jebeS onbere ^reiecf ber 
galL 

fei im gerabiinigen S)reietfe ABC 
(gig. 5) bie 0iinime ber brei SBinfel —n, fo 
muffen menigften^ §mei Sinfel beffelben A unb 
C, fpi|e fein. fälle aug bem 0<^)eitel 
be^ brüten Sinfelg B auf btc gegenüberlie- 
genbe 0eite AC ben ^er^enbifel p, fo mirb 
biefer ba§ ^reiecf ABC in jmei redl)tminflige 
gerlegen, in jebem öon meieren bie 0umme 
ber brei SBinM ebenfatt§ n fein imif, bamit 
fte nic^t in einem oon beiben gröfer al§ n 

unb im gufammengefe|ten nicht Heiner al§ n 
merbe. 0o erhält man ein rechtminflid^ei 
®reie(f, beffen Katheten p unb q, unb hi^r»- 
au§ ein Sieredf/bejfen gegenüberliegenbe 0ep 
ten gleid) unb bie aneinanber anliegenben p unb 
q fenfrecht ftnb (§ig. 6), ^urd^ Sieberho* 
lung biefe^ Siered^ fann man ein ähnliche^ 
mit ben 0eiten np unb q, unb enblich ein 
SSiered ABCD mit untereinanber fenfred[)tett 
0eiten bilben, fo baf AB ™ np, AD — mq, 
DC — np, BC “ mq, mo m unb n beliebige 
gange Schien |Inb. @in folche^ Siereef mirb 
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burd^ bic ^tagonde BD in imi congruenie 
rec{)tmmntge BADnnb BCD getleift, 
»on meid&en in jebent bte 0umme ber btei 
^infel — 7t ijl. ^ie n nnb m Fön^ 

nen l^im‘ei(^enb grof genommen toerben, ba- 
mit ba0 redbtminnige ^reietf ABC (gig. 7) 
betT^tt ©atmeten AB = np, BC = mq^ ein an- 

bereS gegebene^; ^reietf BDE in fid) fcbltefe, 
fobalb bte redeten SSinfel einanber beden. SRan 
jiebe bie Sinte DC, fo erbäit man bap tt^U 
mtnfltge ^reiede oon benen je ^mei auf ein- 
anberfoigcnbe eine 0eite gemein l^aben. ^a§ 
^reied ABC entfielt aM ber Bereinigung bcr 
beiben ^reiecfe ACD unb DCB, in bereu je- 

bein bie 0umme ber brei Söinfei nid^t grö¬ 
ßer ai^ 7t fein fann; fie muf foIgfid[) glei^ tt 
fein, bamit biefe 0umme im jufammengefe^- 

ten ^reiede giei^ tt merbe. 5fuf gleiche Seife 
bejiebt ba§ ©reied BDC au^ ben $mei ®rei- 

ecfen DEC unb DBE, folglich niuf in DBE 

bie 0umme ber brei Sinfel gleich ^ f^i«/ 
überhaupt muf bief für jebe^ ©reied flattfn- 
ben, meil jebeg in §mei re^tminflige ^reiedFe 

^erlegt merben fomt. 
|)ierau§ folgt, baf nur jmei Einnahmen 
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julÄfjig jinb: entmcber ijl bie 0umme ber brei 
SSBInfcl in allen gerablmigen ^reierfen glei^ 

ober btefe 0umnie tfi in aHen Heiner aB n, 

21) Son einem gegebenen fünfte 
fann man flet^ eine gerabe Sinie bet* 
geftalt sieben, ba? fie mit einer gcge* 
benen geraben einen beliebig fleinen 
SBinfel bilbe. 

Sl^an fciEe oom gegebenen ?)utt!te A (gig. 8.) 
auf bie gegebene BC ben ^er:penbifel AB, 
nehme auf BC millfübrlicb ben ?)unft D, siebe 
bie £inie AD, mache DE — AD unb si^b^ 
AE. fei im redbtminfligen ^reiecf ABD 
ber ^infel ADB = «; fo mu| im gleicbf^enf» 
ligen ^reiec! ADE ber Sinfel AED entmeber 
% a ober fleiner fein. (0ab 8. unb 20.) $5)er* 
gepalt fortfabrenb gelangt man enblicb P finem 
foldben Sinfel AEB, ber Heiner aB jeber ge* 
gebene ip. 

22) 0inb smei ^ertjenbtfel auf einer 
unb berfelben geraben ßinie unter fi(J 
^saraüel, fo ip in ben gerablinigen 
$5)reierfen bie 0umme ber brei Sinfel 
gleidb 

@0 feien bie Linien AB unb CD (gig. 9.) 
2 
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paraüd unter fid) imb t)erj5enbifuiär auf AC. 
SOlan 5iel)c au^ A bte ßtnien AE unb AF 
nac^ ben fünften E unb F, melc^e auf ber 
:^ime CD in beliebigen Entfernungen PC > 
EC i^om fünfte C angenommen finb. 
febt e^ fei im red)tn3in!ligen ^reiede ACE 
bie 0umme ber brei ^infel glei(^ n — a, im 
^reiede AEF gleich 7t — ß, fo mirb fte 
im ©reiede ACF gleich tt — « — fein müf 
fen, 100 a unb ß nicht negatio fein fönnen. E0 
fei ferner ber Stnfel BAF — a, AFC = b, 
fo ifl a 4- /S == a — b; iubem man nun bie 
fiinie AF ffcb oom ^^erpenbilel AC entfer* 
neu läft, Faun man ben Söinfel a jmifchen 
AF unb ber parallele AB fo Flein ma«= 
c^en aB man nur mill, ebenfo fann man 
ben SÖinfel b oerminbern, folglich fpnnen bie 
i^föei Sinfel « unb ß feine anbere @röfe 
ben aB a — o unb ß — o. 

^emna(h iji in allen gerablinigen ^reiecfen 
bie 0umme ber brei SBinfel entioeber ti unb ju* 
gleich aucl) ber ^arallebSinfel n(p) — % rt 

für jebe Sinie p, ober für alle ^teiede ifl biefe 
0umme < 7t unb 5uglei($ auch ^(p) < ‘4 

®ie erfte ^orau^fe^ung bient als @runb- 
tage ber gemöhnlid^en ©eometrie unb ber 



19 

ebenen Stigonomefrie. jmeite S5or* 
au^febmui fann ebenfalls p^etaffen merbeit, 
ebne auf irgenb einen Siberfprueb in ben 
fuitaten p fübten, unb begriinbet eine neae 
geametrifd&e ße|re, mel^^er id) ben 0^amcn: 
Smaginäre Geometrie'' gegeben habe, 
unb npeld)« id) l)ier barpfiellen beabficbtige, 
bif im @ntn)idelung bet 0leidbungen ^roifcben 
ben 0eiten unb SBinfein bee gerabJintgen unb 
fpbneif^en ©reiede^ 

23) %nt jeben gegebenen Sinfel a 

fann man eine ßinie p finben, fo baf 
/Z(p) = a. 

feien AB unb AC (§tg. 10.) ^mei ge- 
Tobe fiinien, n)ci(^e am ®urcbfcbmtt§punfte A 
ben fpiben Sinfei « bilben; man nehme auf 
AB minfübriich einen ^unft B', aug biefem 
fünfte fdöe man B'A' fenfrecht auf AC, mache 
A'A'' = AA', errichte in A"' bie fenfrechte 
A^'B^', unb fahre fo fort hil man p einem Kerpen-- 
bifel CD gelangt, welcher mit AB nicht mehr p- 
fammentrifft. ^ie^mufnothmenbig ftattfinben, 
benn menn im Si)reiede AA'B' bie 0umme alter 
breiSinfelgleidE^~a iji, fo mirb fle imS)reiede 
AB'A'" gtei^i 71—2a, im^reiecfe AA"ß'' fteiner 
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al^ 7t — 2a (20.0a^) fein, nnb fo fort, fle 
enblt<^ ncgatit) mirb tinb babur<i^ bie Unmo^* 
li^Uit ber S)reietfbilbung jeigt. ^ie 0enf* 
rechte CO fann biefelbe fein, oon tt)el(^er aug 
iiÄ^er ^um fünfte A aHe übrigen AB fd^nei* 
ben; loenigfteng ntnf bei bem Uebergange bon 
ben einen .fcbneibenben in ben nid&t fcbneiben« 
ben ein foldbei ^er^enbife! FG ejrifliren. ^an 
siebe jebt bem fünfte F bie ßinie FH^ 
bie mit FG ben fpiben SBInfet HFG bitbet, 
unb smar nach ber 0eite bin, mo ber ^imff 
A liegt Sßon irgenb einem fünfte H ber 
Sinie FH falle man auf AC ben ^^er^^enbifel 
HK, beiTen Verlängerung folglid) AB irgenb* 
mo in B ffbimben muf, unb bergeftalt ein 
^reierf AKB bilbet, in mel^e^ bie Verlänge^ 
rung ber iBinte FH eintritt, unb baber irgenb* 
mo in M bie $)t)b‘>tbenufe AB trefen muff. 
2)a ber Sinfel GFH mißftibrliil) i|l unb fb 
flein angenommen merben fann, al§ man miü, 
fo ijl FG mit AB iiarallel unb AP = p. (16. 
unb 18. 0ab.) 

SÖlan fiebt leicht ein, baf mit bet Vermin* 
berung non p ber Sittfel « inbem et 
fi# für p — o bem Sett^e % n näl^en; mit 



ber P öermittbert |td& bet ^uu 

fef a, inbem et immer mel^r ber 3^«ll nä'« 
i^ert für p = c». U gan^ beliebig mel= 
c^en Smfcl man nnter bcm 3ei<|en //(p) 
oerflei)en mill, menn bte £inte p burc^ eine 
negatme aulgebrnrft mirb, fo moöen mt 

ii(p) ^ ßr(_,,) ^ 
anne&men, eine ©(eiefenng, meldet für alle 

Sßert^e t^nn p^ pofitibe fomol)l all negative, 
nnb für p = <?, gelten foll. 

24) 3e meiter parallel - £inien auf 

ber ©eite il)rel ^arallelilmul »etlcln» 
gertmerbeU; bejio tne^r näi&ern fie ft(^ 
einanber. 

ISl feien auf bie £inie AB (gig. 11.) imt 
^erpenbifel AC — BD erricf)tet, unb ifere ^b- 
punfte C unb ö burdb eine gerabe £ime Der- 
bunben, fo mirb bal ^ieredi CABD bei A unb 

B re^te, bei C unb B aber jmei fpibe 
Sinfel buben (22. ©ab)? melcbe einanber gleid) 

ßnb, mie man W lei^t überzeugen fann, im 
bem man ficb bal Bierecf auf ft^ felbft gelegt 
benft/ fo ba| bie £inie BB auf AC unb AC 
auf BB fallt. SFian bulbire AB unb erricbte 

im .$ialbirungl|>unfte E bie ßinie EF fen!» 
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recfet auf AB, n>elcfee jugfeic^ audb fenfreeftt 
auf CD fein tnuf, mefi bie Sierecfe CAEF 
unb FEBD einartber be(fen/ menn man jie fo 
auf einanber legt, baf bie £imeFE in berfel* 
ben 2aQe bleibf. ®emnad& fann bie Sinic CD 
nicht :paralfel mit AB fein, fonbern bie ^ataf* 
feie ber lehtern für ben ^unft C, nämticf) CG, 
muf fich mif bie 0eite bon AB hin neigen 
(16. 0ah), unb fchneibef bom ^erbenbife! BD 
einen BG < CA ab. ber ^unft 
C in ber ^inie CG millführlicb ift, fo folgt, 
böf CG fid) ber AB um fo mehr nähert, je 
meiter jle oerldngert mirb. 

25) 3Aui gerobe fiinien, bie einer 
britten ^^aroUel finb, finb au^ 4.''aral‘ 
lei unter fich- 

sföir mollen junädjfi annebmen, baf bie 
brei ßinien AB, CD, EF, (Sig. 12.) in einer 
@bene liegen. Senn jmei berfelben, ber £)rb* 
nung na(i AB unb CD; ^>aranel mit ber äu* 
fcrflen EP ftnb, fo finb auch AB unb CD 
narallel unter ftcb- Um bie^ barjuthun, fälle 
man auö irgenb einem fünfte A ber äufer* 
ften ^inie AB ouf bie anbere äuferfte FE ben 
^er^enbifel AE, melcher bie mittlere Sinie CD 
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in tr^enb einem ^})unfte C fdbneiben mirb (3. 
0a^) unter einem SBinfel DCE < Va re auf 
ber 0eite ber init CD iparaKelen EF. (22. 
0a^.) @in ^erpenbifel AG au^ bemfelben 
fünfte A auf CD gefäHt, muf inuerbatb ber 
£)effnun3 be§ fpiben ^infeB ACG falten (9. 
0ab), jebe anbere ^Btnie AH au0 A innerl^alb 
be§ SföinfeB BAC v3e3ogen, muf bie mit AB 
parallele EF trgenbmo in H f^neiben, mie 
flein auch immer ber Sginfel BAH fein mag, 
folglid) mirb CD im ®reiede AEH bie Sinie 
AH irgenbmo in K fd)neiben, ba e^ unmög* 
lid) ift, baf jie mit EF ^ufammentreffe. Slöenu 
AH Pom ^J)un!te A innerhalb beö SinfeB 
CAG auöginge, fo mürbe fte, bie Verlängerung 
pon CD gmif^en ben fünften C uub G im 
^reiede CAG fdjueiben muffen, .^ierauö folgt, 
ba^ AB unb CD parallel fmb. (16. unb iS. 
0ab) Sterben bie beiben aufern Linien AB 
unb EF parallel ber mittleren CD angenom¬ 
men, fo mirb lebe ^inie AK au0 bem fünfte 
A innerhalb be§ fSinfeB BAE gezogen, bie 
ßinie CD irgenbmo im fünfte K fd)neiben, 
mie flein auch immer ber SS^infel BAK fein 
mag. 5luf ber Verlängerung oon AK nehme 
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man beliej>tg einen ^unft L uitb öerMnbe il^n 
mit C buT^ bie Sink CL, melcbe EF irgenb« 
mo in M fd)neiben mnf, mobtird^ ein ^reic<f 
MCE gebilbet nn?b. ^ie ^eriängening bee 
£ime AL innerj^alb bc§ ^retecfö MCE fann 
meber AC nod) CM jum feiten SEafe fdjnei* 
bm, foiglid) map fie EF irgcnbifo in H tref? 
fen, mithin jinb AB imb EF mei^feffeitig pa^ 
raöel. 

mögen jcbt bie parallelen AB nnb CO 
(Sig. 13.) in jmei Ebenen liegen, bereu 
fc^nitf^linie EF iji. einem beliebigen 
punfte E biefer Icbtern fcilfe man einen per^ 
^oenbifel EA auf eine bcr beiben ParaKelen, 
|. auf AB, hierauf au§ A, bem gufö^nfte 
ber fenfrecbten EA, fdöe man einen neuen 
perbenbifel AC auf bie anbere Paraöele CD 
unb oereinige bie @nbt?unfte E unb C ber 
berben Perpenbifel bur^ bie ßinie EC. ^er 
Sinfel BAC mu| ein fpiber fein (22, 0a|), 
folglidb fällt ein Per^enbüel CG, au^ C öuf 
AB gefällt, in hm Punft G auf biefelbe 0eite 
ODU CA, , auf meicber bie Linien AB unb CD 
aB ^parallel betrachtet merben. 3ebe Sinie EH, 
toie menig jie auch immer oon EF abmei(^en 
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mag, gehört mit bcr Sinie EC einer @&ene 
an, n)eid)e bie ^bene ber gmei ^kirafleien AB 
nnb CD läng^ trgenb einer £inie CH 
ben muf. ^iefe leitete £ime fc|neibet AB 
trgenbmo nnb ^mar in bemfelben fünfte H, 
ber affen brei Ebenen gemein fff, butd) meb 
d)cn notbmenbig auc& bie Sinie EH gebt; 
foigffcb iff EF :paraffel mit AB. ^luf äbnlidbe 
SSJeife läft fid) ber ^araSeli^muS öon EF unb 
CD geigen. 

S>ie ^üraw6fe|ung, baf eine 2mle EF $>a* 
raffei fei, mit einer non imn anbern tmter ffcb 
noraüeien AB unb CD, beift bemna^ ntd)t§ 
önber^ a(e EF all ben J5)urcbf(bnitt fo{d)er 
Ebenen betraebten, in mel(^eH ^mei ^araöeten 
AB, CD liegen, ^emnaeb finb imü Linien 
l?arafiel unter fi(b, menn f!e |?aral!el ein imb 
berfelben britten ftnb, obglei^ |le in oerfcbie- 
benen Ebenen liegen, ©er le|te 0a| fann 
auch fo auggefbrod)en merben: ©rei Ebenen 
fibneiben fi(b in ßinien, me!<be allepa« 
rallel unter fiel finb, fobalb ber 
ralfelilmul non jmeien berfelben bor=> 
auggefelt mirb. 

26) ^inanber gegenüber ffebenb 
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®rcte(fe auf ber tugdoberfläd^e l^abcn 
gleidjen gläd)eHin1^aÜ. 

Unter gegenüberffe^enbeu ^reieden tuerben 
^ier fotci^c »erftanben, bie gebilbet werben bur^ 

bte ^urd)fc6nitte ber tugetfldcbe mit Ebenen 
auf beiben 0eiten be§ ©entrum^; in fold)en 
S^reieden traben ba^er bie 0eiten unb Söinfel 
eine entgegengefebte 3iid)tung. 

3n ben einanber gegennberfte^enben ^rei* 
eden ABC unb A'B'C (gig. 14,, m etneä 

berfelben aB nmgefel^rt bargefteWt angefc&en 
merb.en mn^,) fmb bie 0eiten AB = A'B', 

BC B'C', CA -= CA' unb bie entft'>red>em 
ben Sfnfel an ben fünften A, B, C pnb 

ebenfaüg gleid^ benen im anbern ©reiede an 

ben fünften A', B', C'. ®urd& bie 3 fünfte 
A, B, C benfe man ficb eine @bene gelegt 

unb auf biefelbe an§ beut 3D?itfelpunfte ber 
^ugel einen ^erpenbUel gefällt, beffen Merlan» 

gerungen nac^ beiben 0citen bie beiben 
einanber gegenüberfte|enben ^reiede in ben 

fünften D unb !>' ber 5lug eioberj!äd)e f(tnei» 

ben merben. ®ie 5lbftänbe be^ ^unfte^ D 
oon ben fünften A, B, C, auf ber 0pl)äre 

in ^ögen beg grölen treife?, muffen gleid) 
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fein (12. 0a|), fott?ofc{ unter fic^, al§ au# 
mit ben ^^bftänben D'A', D'B', D'C', auf bem 
anbem ®rete^e (6. 0a^.), folgli# finb bre 
glei#f#enftigen ^reieefc um um ben fünften 
D unb D' in beiben fpbörif#^n ^reieefen 
ABC unb A'ß'C' congruenf. 

Hm über bie @feicf)b^it ^meier £iberj!ä#en 
überbauet urtbeilen, nef)me i# foigenben 
0ab at^ ©runblagc an: £)berflä#en 
finb gtei#, mcnn fie burcb 3ufammen* 
füguug aber Trennung gieid)er 
entheben. 

27) @in breifeitiger üörperminfel 
ift gieid) ber halben 0umme ber Std* 
(benminfel mentger einem !)5ed)ten. 

3m fpbdrifchen ^reiede ABC (gig. 15.), 
mo jebe 0eite < tf, be3eid>ne man bie SSinfel 
mit A, B, C, verlängere bie 0eite AB, bap 
ein ganzer frei§ ABA'B'A entfiebt; meld)cr 
bie 0pbäre in pei gleiche ^bßil«^ tbeilt. 3« 
berjenigen |)älfte, in melcber p# ba§ ^reiecf 
ABC beftnbet, verlängere man noch bie anbe* 
reu beiben 0eiten bur# ihren gemeinfdbaftli» 
d)en ^urcbf#nitt§punft C, bi^ fie ben freiö 
in A' unb B' treffen, ^ergejlalt mirb bie 
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6albe 0pf)äre in ®reie<fe ABC, ACB'^ 

B'CA% AX'B gei:l)eüt, beten @röpen P, X, 
Y, Z fein mögen. @0 leuchtet ein, baf 6iet 

P -f- X =: B 

P ^ Z = A 

^te @röfe be§ fp]^ärifd>en ^retecfl Y ifr 

gieid) bet beö t^in gegenüberfle^enben ©reierf^ 

ABC% beffen 0eite AB gemein ifl mit bem 

S)rcie<fe P imb beffen brittet ^infel C' am 

©nböunfte be^ ^5)urdjmeffer0 ber 0ö6äre liegt/ 

^er öon C burd) bM ©enirum D ber 0p^äre 

get)t. (26. 0a|.) J)ierau§ folgt, bap P + Y 

C nnb meil P -+• X -4- Y -+ Z = 71:, fo 

Jat man au(^: 

p z= y, (A + B -f- C —7f) 

3« bemfeiben 0cbtujTe fann man nocf) auf 
anbere Seife gelangen, inbem man fic^ aöein 
auf ben 0a^ flübt, toelcber oben über bie 

0ieid)beit ber Släcben angefül[)rt mürbe. (26. 

0ab.) 
3m fpbärifdjen ^reiede ABC (gtg. 16.) 

balbire man bie 0eiten AB unb BC unb bur# 

bie |>albirung4mHfte D unb E lege man einen 
größten ^rei§, auf biefen fciße man au$ Ä, 
B, C bie f etöenbifel AF, BH unb CC. Senn 
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bet B in H ^if^cn D unb 
E fallt, fo mtrb ba^ entflel&enbe ^relecf BDH 
gleich AFD, unb BHE glei^ EG€ fein (6. 
mh 15. 0a|.), morau^ folgt, baf bie £)ber^ 

be§ ©reied^ ABC glei^ ber be§ 
A.FGC (26. 0a|.). Senn ber ^unft 

H mit bem S)^iitelt)unfte E ber 0cite BC 
HUfammenfäöt (Sig, 17.), fo toetben nur 
gmei gleiche reebtminfitge ^reiede AFD unb 
BDE entließen, burd^ beren ^ermei^felung 
man bie ber £)Berpcbcn beS ®rei» 
ed§ ABC unb Sieredö AFEC na^meijt. Senn 
enbiief) ber ^unft H aiiferplb beg ®reie(B 
ABC fällt, (Sig. 18.) ber ^erpenbifel CG 
folgU# bureb ba6 ®reiecf gebt, fo mtrb man 
t»0Tii ^reiede ABC jum ^tered AFGC über» 
geben, tnbem man ba^ ^reied FAD == DBH 
Mn^nfügt, unb b^s^i^nuf ba0 ^reied CGE = 
EEH binmegnimmt. ®en!t man W tni fpbd» 
rifeben 35ierede AFGC bur^ bie fünfte A 
unb Gj fo mie burd) F unb C grdfte ;^reife 
gelegt, fo pb bie SBogen berfelben jmifeben 
AG unb FC einanber gleich, (15. 0afi) mit» 
bin aitdi bie ^Dreiede FAC unb ACG con» 
gruent (15.0a|.) unb ber Sinlel FAC gleich 
bem Sinfel ACG. 
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|)ierau^ folgt, bap in aöen ^orljergc&enkn 
Säßen bie 0ummc aller bret SSinfel beö 
rifc^en ®reie(fg gleicj) ift ber 0umnTe ber bei- 
ben gleichen SBtnfel im ^icre^e, mit ^(ugfd)lup 
ber beiben regten, demnach fann man für 
jebe^ fpl^ärifc&e $S>reie(f, in n)elä)cm bie 0umme 
ber brei ®nfel S ijl, ein ^ierecf mit gleicher 
jDberjiä^e finben, in melc^em smei rec&te 2Bin» 
fei unb jmei gleiche t^erpenbifulärc 0eiten fmb> 
unb mo bie beiben anbern SSBinfel ieber \ S i% 

fei jept ABCD (Sig. 19.) m 
rifcbe S>iere(f, mo bie 0eiten AB = DC fenf= 
re^t auf AB unb bie SSinfel bei A unb D 
jeber ‘4 S. SiJlan oerlängere bie 0«ten AD 
unb BC big jie ficb in E fcbneiben, unb mei- 
ter ienfeitg E, mache DE == EF unb fäße auf 
bie ^Verlängerung bon BC ben ^er|>enbifel 
FO. ®en ganzen ^ogen BG hcilbire man 
unb oerbinbe ben ^albirungg^junft H burcb 
^ögen beg gröften Sreifeg mit A unb F, 
®ie ^reiedle EFG unb DOE ffnb congruent 
(15. 0a|.), ttüthin ift FG ==: DC == AB. m 
$5)reiecfe ABH unb HGF |inb ebenfallg con¬ 
gruent, meil jie recbttolnflig fiiib imb gleite 
Katheten höben, folglich gehören AH unb AF 
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pi einem Greife, bei* ^ogen AHF itl gleid) 
AÜEF eknfaü^ -- tt, ber Sinfel HAO — 
HFE == /. Ä ~ BAH X s ~ ma = 

S HFE - EFG ~ % S - HAH — 
7t-h V,s, mnhi HFE = % {S 
— ff.), ober mag baffelbe ift: gfetd) ber @röße 
beg ^uöfcfenittg AHFDA, meld)e mieberum 
bem ^terede ABCD gleich ift, mic man Ieid)t 
fielt, menn man imn bem einen jum anbern 
Überzelt, inbem man ,^uerft bag ^reied EFG 
imb aBbann BAH bin^iifügt, unb baranf 
bie i|nen ^lei^en £S)reiede DCE unb HFG 
me^nimmt. ®emnad) ift % (S — n) bie 
©rüfe beg Sieredg ABCD unb suciletd^ oucb 
bie beg fpf)ärifc6en ^reiedg, in melc|em bie 
0umme ber brei S^infel glei^ S. 

28) SBenn brei Ebenen fiel ittparai= 
leien Linien fc|netben, fo i|l bie ©umme 
ber brei Slci<$enmtnfel gUid| jmeien 
9le(|ten. 

m feien AA', BB^ CC', (Sig.20.) brei bur(6 
bie ^urd)fc|nitte imn Ebenen ^ebifbete ^aral^ 
leUinien. (25. 0ab.) SÖlan nehme auf ihnen 
miöfübrlich brei fünfte A, B, C, unb benfe 
fiel burd^ biefe eine ^bene gefegt, mel^e folg* 
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Ji<^ bie Ebenen ber parallelen Idng^ ben ge* 
raben Linien AB, AC nnb BC fcbneiben mirb. 
Serner lege man bur^ bie Sinie AC unb ir* 
genb einen punft D auf ber ßinie BB', nod^ 
eine ^bene, beten Surcbf($mtte mit ben gmei 
Ebenen ber Parallelen AA, imb BB', CC' unb 
BB% bie beiben ßinien AD unb DC er* 
jeugt, unb beten 9^eigung pr britten ^bene 
ber Parallelen AA' unb CC' mir burcl) w bc* 
geiebnen mollen. ®ie SBinfel gmifeben ben brei 
Ebenen, in melcben bie Parallelen liegen, fob 
len burd) X, Y, Z, merben, in Be* 
giebung auf bie fiinien AA', BB' unb CC'; 
enblicb feien bie linear * Söinfel BBC = a. 
ADC == b, ADB =: C. Um A aU TOtel* 
:))unft benfe man ficb eine tugelfläcbc befebrie- 
ben, auf melcber bie ^ur^febnitte ber @eraben 
AC, AD, AA% mit berfelben ein f^bnrifibe^ 
$5)reie(f bejlimmen, mit ben ©eiten p, q mib 
r, bejfen ^röfe « fein mag, unb mo bie SS^in* 
fei: w ber ©eite q, X ber ©eite r, unb folg* 
Xx^ n + 2 a — w — X ber ©eite p gegen* 
über liegt, (27. ©ab.). Inf gleiche SS^eife 
f^netben CA, CD, CC eine tugeloberfldcbe 
um ben S^ittelpunft €, unb bejtimmen ein 
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$5)reie^ öon htv @röfe mit hm Seiten p', 
q\ r' nnb hm Sinfeln: w gegenüber q\ Z 
gegenüber r', nnb folgli^) ?r 4- 2jS — w — Z 
gegenüber p'. @nblid^ mirb bur(^ bie S)urd&^ 
fcbnitte einer flugeli!äc|e nm D mit ben £inien 
DA, DB, DC ein fpbnrifcfee^ ^reiec! beftimmt, 
bejfen 0eiten 1, m, n unb bie ihnen gegenüber* 
liegenben Sinfel w q- Z — ^ß, w + X — 

2«, unb Y finb, beffen @rö^e folglich S = 
% (X -f- Y -4- Z — tt) -- a — -+- w. mit 
ber Ibnahme oon w oerminbert audh bie 
0röfe ber ^^reiecfe « unb ß, bergefialt, baf 
a -h ß — w Heiner gemacht toerben fann aB 
jebe gegebene 3nhl- Sni ^reiecfe d fonnen 
bie 0eiten 1 unb m ebenfalls bi^ jum S5er* 
fchtoinben oerfleinert merben, (21. 0ah.) folg* 
lid) fann ba§ ©reied d mit einer feiner 0ei* 
ten 1 ober m auf einen grölen Äreiö ber 
0phäre fo oft gelegt merben, al§ man nur 
miß, ohne baf baburch bie l^älfte ber 0phdre 
ou^gefüUt mürbe, mithin oerfdhminbet d ju* 
gleid^ mit w; morauö folgt, baf nothmenbig 
X -f- Y -H Z = TT fein muf. ' 

29) 3m gerablinigen ^reiede tref* 
fen fich bie ^Jerpenbifel, meld^e in ber 

3 
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ber 0etten errichtet fißb, ent- 
irebcr nic^t, ober fie fcjneiben fi^öüe 
brei in einem fünfte. 

SSorau^gefe^t in bem ^reie(fe ABC (gig. 
^21.) fc^mitteii fi<^ bie beiben ^erpenbifei ED 
unb DF, meld&e auf ben 0eiten AB tmb BC 
in beten 3)lttte{pimften E unb F errichtet ftnb, 
im ^3iin!te D, fo giebe man tnnerbaib ber Sin- 
fei be0 ®reiecf§ bie £imen DA, DB, DC. 

3n ben congruenten ^reieto ADE unb 
BDE (10. 0ab.) itl AD == BD, ebenfo folgt 
auch, baf BD = CD; ba§ ^reiecf ADC tft 
mitbin glcid)fc{)enflig, folglich fdEt ber Kerpen- 
bifel Pom 0d)citel D auf bie ©runblinie AC 
gefdlit, in ben SO^ittelpunft ber lebtern G. 

©er Bemciö bleibt unoeränbert and) in bem 
Salle, menn ber ©urd)fcbnitt§punft D ber bei- 
ben 0enfre^ten ED unb FD in bie £inie 
AC felbft, ober außerhalb be§ ©reiedg fällt. 

3m onnimmt, baf jtoei 
jener ^erpenbifel fld) nicht fcbnetben, fann aui^ 
ber britte nicht mit ihnen jufammentreffen. 

30) ©ie ^erpenbifel, toelchc auf ben 
0eiten eine^ gerablinigen ©reiedl in 
ihrer ^itte errichtet finb, muffen alle 
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htti untet fid) ijatallel fein, foöaib als 
bet ^atafleüSmuS t>on gmeien berfel* 
ben öorauS^efebt mirb. 

feien in bem ®reiede ABC (gi^. 22.) 
ble £inien BE, FG, HK fcnfrec^t auf ben 
0eiten errid&tet, in il)Ten iDlittclpunffen B. F, 
H. tnollen pöörberjl annei&men, baf bie 
betben ^erbenbüel DE unb FG ^.'»atallel feien, 
n)eld)e bte £inie AB in h unb M fd)neiben 
inerben, imb baf fid) ber ^er^enbifel HK 
f^en i^nen beftnbe. Jnnerlialb beS SÖStnfelS 
BLE pel)e man auS bem ^^unfte L beliebig 
bie gerabe ßinie LG, mel<^e FG irgenbmo in 
G fcbneiben muf, mic flein and) immer ber 
2lbmeicbung§minfel GLE fein mag. (16.0ab.) 

im ^reieife LGM ber ^erpenbifel HK 

nid^t mit MG jufammentreffen fann, (29.0ab), 
fo muf er alfo LG irgenbmo in P fcbneiben, 
morauS folgt, baf HK :paranel mit DE (16. 
0ab.) unb MG (18. un) 25. 0ab) fein muf. 

0e|t man bie 0eite BC — 2a, AG — 2b, 
AB = 2c unb be^eic^net bie biefcn 0eiten ge¬ 
genüber jlel^enben SSinfel bur(t A, B, G, fo 
ijl in bem fo eben betrachteten 

A =r n{h) ~ ir(o) 
3* 
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B = //(a) — n(c) 
C = /7(a) 4- nih) 

mt man ftd) ietc&t nberjeugt mit ^ülfe beir 
hinten AA', BB', CC', melc&ß an§ ben ^unf* 
ten A, B, C i?ara!k( mit bem ^^^ertjenbifei 
HK unb folg lief) mit ben beiben anbem 
^jenbifeln DE nnb FG gezogen finb (23. unb 
25. 0a|.). 

feien jebt bie beiben ^^eri^enbifel HK 
unb FG |)arallel, fo fann ber britte DE fi'e 
nic&t febneiben (29. 0ob.), mithin ift er ent* 
meber parallel mit ihnen, ober er febneibet AA'. 
®ie lebte Einnahme helft nichts anbere§, al^ 
baf ber Sinfel C > i/(a) + i7(b). IBermin* 
bert man btefen Sinfel, fo baf er glet^ iJfa) 
4- i/(b) mirb, inbem man bergeftalt ber ßinie 
AC bie neue ßage CQ giebt, (gig. 23.) unb 
bezeichnet man bie @röfe ber brüten 0eite 
BQ burch 2c', fo muf ber fSinfel CBQ am 
fünfte B, melcher oergröfert mürbe, na^* 
bem ioa§ oben bemiefen ift, gleich ^(a) 
/7(c') > n(a) — i7(c) fein, morau^ folgt 
c' > c (23. 0ah.) 3m SDreieefe ACQ fmb 
jebo^ bie SS^infel bei A unb Q gfeidh, mithin 
muf im ^reieefe ABQ ber SBinfel bei Q grö* 
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fer fcttt aB bcr am fünfte A, folglid^ i(! AB 
> BQ (9„ 0a|.); ba^ t ift c > c\ 

31) ©ren^Hnie (£)rict)cle) nennen 
mir biejenige in einer @Bene Uegenbe 
frnmme ßinie, für meU^e alle ^er:pem 
bifel auf ben S)^iftel?)unften ber 0e^* 
nen errichtet unter fic| |?araüel finb. 

3n tlebereiniiimmung mit biefer ^efmition 
fann man (!(^ bie @r§eugima ber ©ren^linte 
i)ortlenen, \mnn man in einer gegebenen Sinie 
AB (§ig. 24.) au^ einem in ibr gegebenen 
fünfte A unter nerfcbiebenen. ^infeln CAB 
— //(a) 0ebnen AC ~ 2a §iebt; ba^ dnbe 
C einer folgen 0ebne mirb auf ber ©renj^ 
linie liegen^ bereu fünfte man fo allmäbii^ 
beftimmen !ann. ®er fernenbifei DE auf 
ber 0ebne AC in bereu Mitte D erricbtct, 
mirb |»araHel mit ber £inie AB fein, melc^e 
mir ber ©ren^linie nennen merben. 
luf gleiche Seife mirb auch jeber ^er^jenbi* 
fei FG im if^ittel^unfte irgenb einer 0ehtte 
AH errichtet, :parallel mit AB fein, folglich 
muf biefe ^igenfchaft auch iebem ^erbenbifel 
KL überhau^jt angehören, melcher im Mittel* 
^junfte K irgenb einer 0ehne CH errichtet tfl, 
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jn)ifd)en meieren fünften C unb H, auf bet 
©renjUme biefe auc& gezogen fein mag. (30. 
0a|.) ®ergletcf)en ^erpenbifel müffen bal^er 
ebenfalls ol^ne tlnterfd)eibung bon AB 5lrcn 
ber 0renjltnte genannt werben. 

32) ®in Ä^rei^, beffen |)albmeffer 
ge^t in bie ©renj^linie über, 

fei AB (gig. 25.) eine 0e^ne ber @renj- 
linie, man ^ieje au$ ben @nbpun!ten A unb 
B ber 0ebne AC unb BD, meicbe 
folglich mit ber 0elhne §mei gleid)e Sinfel 
BAC — ABD cc bilben merben, (31. 
0ab.) Miif einer biefer Iren AC, nehme man 
irgenbmo ben $unft E aB SO^ittelpunft eineö 
;^reifeö an, unb giehe ben Äreiöbogen AF oom 
Anfang§^?unft A ber 3lre AC biö ^u feinem 
S)urd)fchuittöpunftc F mit ber anbern ^re BD. 
®er bem fünfte F entfpredhenbe l^albmeffer 
FE be§ Äreife^ mirb auf ber einen 0eite mit 
ber 0ehne AF einen SBinfel AFE = /s unb 
auf ber anbern 0eite mit ber 5lre BD ben 
Sinfel EFD — bilben. ergtebt ffef), baf 
ber Sinfel jmifchen ben beibeu 0ebnen BAF 
— a — ß<.ß-\ r — a (22. 0ab.), morauö 
folgt: a — ß c % y, ^a min aber ber Sim 
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fei r »u 9lull t>crmmbert, fon)o^l in 
Sol^e einet Semegung be6 ^ittel^unftö E in 
bet 3lic^tung AC, tt^enn F unöetänbert bleibt 
(21. 0ab-), alö aud& in golge einer 5lnnäb^ 
rung öon F an B auf bet ^fe BF, menn bet 
^ittelpunft E in feiner Sage bleibt (22. 0ai), 
fo felgt, baf mit einer foldben 35erminberung 
be^ ^infeB r ber ^infel « — ober 
bie gegenfeitige 9leigung ber ^roei 0ebnen AB 
uub AF, unb mithin and) ber 2lbftanb be^ 
^unfte§ B auf ber ©renjlinie oom fünfte F 
auf bem Greife, oerfi^minbct. ^emna(^ fann 
man au^ bie ©renjlinie einen freie mit 
unenbli(| grofem f^albmeffer nennen. 

33) @0 feien AA' BB' x (gig. 26.) 
§n?ei nach ber 0eite oon A 511A' bin parallele 
Sinien, bereu ?)arallelen ben ^mei ^renj-Bögen, 
®ögen auf gmei ^Jren^linien), AB = s, A-B" 
~ s', aB %en bienen, fo ijl 

s' — se”* 

moe unabhängig i|i oon ben Bögen s,s' unb oon 
Keruben x, bem 2lbftanbe bee Bogene s' oon s. 

Um bke ^u bemeifen, nehme man an, baf 
bae Berhältnif bee Bogene s s*' gleich fei 
bem Berhältniffe ber beiben ganzen 3^*hkn n 
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siebe man noi^ eine britte CC', meldbe 
bergeffalt non bem Bogen AB einen Sbeil 
AC = t unb non bem Bogen A'B' auf ber- 
feiben 0eite einen Sbeil A^C' = t' abfdbneibet, 
@0 fei ba0 Berbäitnif bei t ju s glei(| bem 
bee beiben ganzen 3<ibien p unb q, fo baf 

s = ~s t — — s 
m q 

9)^an tbeile je|t s but^ 3lj;en in nq gfei- 
(bet ^beile, fo merben foi(^er ^beüe mq auf 
s' unb up auf t fein. Snsmifcben entfptecben 
biefe gieicben ^beile auf s unb t ebenfaiil glei¬ 
ten Schellen auf s' unb t', fofgücb bat man 

^ ^ 
t s 

SBo bemnadb auch immer bie beiben Bögen t 
unb V smif4)en ben smei liPen AA' unb BB' ge* 
nommen fein mögen, feil bleibt bal Berbält* 
nip »on t SU t' baffelbe, fo lange ber Ibflanb 
X smifcb^n ihnen berfelbe bleibt. IBenn man 
baber für x = 1, s es' fe^t, fo muf für 
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e eine unbefannte tinb nur ber 
SSebingung e > 1 untern?otfen tjl, fetnei* bic 

bei’ £inie für x beliebig nngenomnten 

merben fann, fo fann man biefelbe pr Ser- 
einfacbimg ber ^le<i)nnng fo bap unter 
e bie Sap ber !)beper’fd)en ^Bogaritbmen p 

oerfteben ifi. 
5Ean fann no(^ bemerfen, baf s' == 

o für X ~ <50, mitbin öermiiibert M niebt 

nur ber Ibjlanb ^mif<^en ^mei ^^araöelen (24. 

0ab.), fonbern bei ber Serlängerung ber pa¬ 
rallelen na(^ ber 0eite be0 paraüeli^muö bin 

oerfebminbet berfelbe plebt gan^. paralleb£i- 
nien bnben alfo ben ^baracter ber Wbmptoten. 

34) @rcn§fläcbe COrifpbdre) mirb bie- 
ienige £)'berp^e genannt, meld)e entftebt bureb 

bie Umbrebung ber @ren^linie um eine ihrer 

%en, bie pgleidb mit allen übrigen %en ber 
©renpinie au<| Ite ber ©ren^flädje fein mirb, 

fine 0ebne tjl gegen folcbe burd) 
ihre §nb:bunfee gelogene l|en unter 
gleicbenJBinfeln geneigt, njo auÄ im¬ 

mer biefe imei inb^unfte auf ber 

©renifldd&e genommen merben mögen, 
feien A, B, C, (gig. 27.) brei Punfte 
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auf ber 0ren§okrtla<je, AA' bie ©re^ung^aite, 
BB' unb CC' anbere folglich AB 
unb AC 0ef)uen, gegen melcje bie 3lyen unter 
gleichen SÖtnfeht A'AB = B'BA, A/AC = 
C'CA (31. 0a^.) geneigt ftnb,* jruei lt:en BB', 
CC' burc^ bie @nbpunfte ber britten 0e]&ne 
BC gezogen, finb ebenfalls ^^araltet unb liegen 
in einer ©bene (25. 0üb). ©in ^^erpenbifel 
DD', in ber ^itte D ber 0el)ne AB unb ber 
©bene ber beiben ^araüelen AA', BB' erricj)« 
tet, nnif ^araliei mit ben brei ^Ijren AA' BB' 
CC' fein, (23. unb 25. 0a$.); ein eben folcfeer 
^er^enbife! EE' auf ber 0e]^ne AC in ber 
©bene ber parallelen AA', CC' mirb .parallel 
mit ben brei 5lren AA', BB', CC' unb bem 
Perpenbifel DD' fein. ©§ merbe je|t ber Sin* 
fei §mifd)en ber ©bene, in meld^er bie Paral* 
leien AA' unb BB' liegen, unb $mifcben ber 
©bene hti ^reied^ ABC burd& n(a) bejeidb* 
net, mo a pofttib, negatit» ober D^ull fein fann. 
3(1 a pofitio, fo erriete man FD = a innere 
halb beä ®ret)ecfg ABC, unb in ber ©bene 
beffelben, fenfrer^t auf ber 0ebne AB in bereu 
iEittelpunffe D; mdre a eine negative 3al)l, 
fo muf FD — a auferl^alb be§ S)reie(f§ auf 
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ber anbern 08ite bet 0e6tie AB gejoc^en wer-- 
ben; mm a ~ o, fo faßt bcr F mit 
D pfammen. 3n allen gällen entftel)en §it)ei 
tecbtminflige congruente ©retecfe AFl) unb 
DFB, folglid) ift FA FB. mm ernd)te 
jet^t in F bie Sinte FF* fen!red)t auf bie @bene 
m ^reied^ ABC. 

®a bet SBinM D'DF i7(a), DF == a, 
fo ift FF' t-^arallel mit DD' unb ber .^inie EE', 
mit mel(f)et fi'e auch in einer @bene liegt, bie 
fenftedjt auf bet ^bene beö ^reiccfö iVBC ijl. 
®enft man fic^ jebt in bet @bene ber ^aral* 
kirn EE', FF', auf EF ben ^et?»enbifet 
EK gefällt, fo mirb biefet am^ fenfrecf)t fein, 
auf bet ^bene beä ^reiedö ABC (13. 0ab.) 
unb auf ber in biefet (^bene liegenben £inie 
AE (Jl. 0ab.), unb bemna^ muf AE, bie 
tjerpenbiculär auf EK unb EE' ift, audb ^u* 
gleidb fen!red)t auf FE fein. (li. 0ab.) S)ie 
^teiede AEF unb FEC |!nb congruent, ba 
fle te(^tmtnflig fmb unb gleid)e ©atbeten bfl* 
ben, mitbin ift AF = FC = FB. (Sin ^er^ 
tjenbilel qM bet 0pibe F hH gleicltfcbenfligen 
^reiecfg BFC auf bie ©tunblinie BC gefällt, 
gebt bur(^ beten ^ittelpunft C; eine @bene 
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burcf) biefen ^erpenbifel FG unb bic ßinie FF^ 
gelegt, mu^ fen!re(tt fein auf bie @bene be§ 
S)rcie^^ ABC unb f^^neibet bie @bene ber pa¬ 
rallelen BB', CC' läng^ ber ^^inie GG', bie 
ebenfalls parallel mit BB' unb €C^ ift (25. 
0a$.); ba nun CG fenfred)t auf FG, unb 
mitbin .ntgleicb and) auf GG% fo ift folglid) 
ber Sinfel C'CG == B'BG. (23. 0ab.) 

|)ierau§ folgt, bap für bie ©ren^jfädje jebe 
ber ^|:en aB ^rebung^ate betrad)tet merben 
fann. 

^auptebene irerben mir jebe ©bene nen¬ 
nen, meldb^ burd) eine Ife ber @ren§jlä(^e 
gelegt ift. ^emnacb fcbneibet jebe |)aupt* 
ebene bie @renjf!ad)e in ber ©renjlinie, mdb^ 
renb für eine anbere Sage ber fcbneibenben 
©bene biefer ©urd^fdbnift ein freig ift. S>rei 
|)auptjlacben, bie ftcb medbfelfeitig fcbneiben, 
bilben unter einanber Sinfel, beten 0umme 
n ift. (28. 0ab.) ®iefe Sinfel merben mir 
aB S5$infel im ©ren^breiecfe betrad)ten, beften 
0eiten SBögen ber ©ren^linie ftnb, melcbe auf 
ber ©renjftddbe burd) bie ^urcbf^nitte mit ben 
brei ^auptftäc^en entftefien, ®en ©rcnabrei- 
eden fommt folglich biefelbe Ibhängigfeit ber 
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Sinfe! unb 0eiten unter fidj) 511, welche tn ber 
gewöl^nlt^en Geometrie für bie gerabUntgen 
^reteefe bemiefen merben. 

35) »»erben irtr bie ©röje 
einer £inie burc^ einen Bud&ftaben mit beige- 
festem Accent, §. B. be^etebnen, um an^u- 
beuten, baf biefelbe §u ber einer anbern £inie, 
meldbe bur^ benfelben Bucbflaben ohne ^Iccent 
X bargeftellt mirb, eine SBejiebung l)abe, bie 
burdb bie ^Uletcbung 

ji(k) -f- nix') = % 7t 

gegeben ifi. 
fei iebt ABC (§ig. 28.) ein gerablini- 

ge§ redbtnnnfligeg ^reiedf, mo bie |)t)|)otl)euufe 
AB = c, bie €atbeten AC = b, BC = a unb 
bie ihnen gegenüberliegenben Sinfel BAC = 
ii(a)^ ABC ~ Hiß) fmb. 3m fünfte A er= 
richte man bie Sinie AA' fenfreebt ouf bie 
@bene M ^reieefö ABC, unb au^ ben fünf¬ 
ten B unb C pehe man BB' unb CC :parab 
lei mit AA'. ®ie Ebenen, in melchen biefe 
brei parallelen liegen, bilben unter ft^ bie 
Sinfel: uia) an AA', einen regten an CC' 
(11. unb 13. 0a$.), folglich //(«') bei BB' 
(28. 0ah.). 
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ber Sinien BA, B€, BB' 
mit einer tugetoberp^e, um ben funft B 
als ^^itfelpunft befebrieben, beftimmen ein 

^reiecf rank, morin bie 0eite mn 

~ /Z(c), kn = fl iß), rak — //(a) nub He 

ihnen gegenüberltegenben Stnfel n{h), n{a^), 
V, 7x, finb. 

demnach mnf man mit ber @;riffenS eines 
gerablinigen ^reie^S helfen 0eiten a, b, c, 

tinb bie gegenüberliegenben Sßinfel //(«), n{ß), 
*4 71 jinb; and) bie eines fpl)ärifd)en ®reieds 
(§ig. 29.) .^nlaficn, mit ben 0eiten n{v), n{ß), 

/7(a) unb ben gegenüberliegenben^mfelni7(b), 

fliß-'), '4 TX. 

Sei biefen beiben ^reieden bebingt aber 

and) umgefehrt bie ^ijlenS beS ftjbdrifcben 
©reiedS mteberum bie eines gerablinigen, tnef» 
d)eS foJgli(| auch mit ben 0eiten a, a!, ß, 

unb benen ihnen gegenüberüegenben Sinfeln 
JI(h% n(c), ’4 TT fein fann. ^ 

demnach fann man bon a, b, c, «, ß, über* 
gehen ju b, a, c, ß, a unb and) p a, a\ ß, h', c. 

SDban benfe fleh burch ben ^unft A' (gig. 
28.) mit AA^ als ^i?e eine ©ren^flädhe gelegt, 

meld)e bie beiben anbern Ijren BB', CC', in 
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B" unb C" fcfeneibet, unb beven ©urc^fc^nifte 
mit ben Ebenen ber parallelen ein Sren^breieif 
hüben, beffen 0eüen B'V" = p, q 
B''A — r unb bie i^nen gegenüberUevjenben 
SBtnfel n(a), n{a‘), y, n ftnb, unb tto 

folglich (34, 0a^): 
p = r sin. //(«) q = r Cos. /I(a) 

S^an l^ebe je|t längö ber Sinic BB' bie 
.^erbtnbung ber brei |)auptjlad)en auf unb 
fd&lage biefelben au^ einanber, baf j!e mit allen 
in il^nen bejtnblici^en Linien in eine @bene 
liegen fommen, mo folglich bie ^ögen p, q, 

r fid^ 511 einem einzigen ^ogen einer 
linie vereinigen merben, bie burd) ben Punft 
A ge|t unb AA' jur 3l;re |at, bergeftalt, ba^ 
auf ber einen 0eite liegen merben: bie Bögen 
q unb p, bie 0eite b be§ ^reiedö, bie in A 
fenfrei^t auf AA' ifl, bie 9l?;e CCy von ber 
0pibe von b parallel mit AA' unb burc^ 
bem Bereinigunggpunfte von p unb q gel^enb, 
bie 0eite a fen!rec§t auf CC im Punfte C, 
unb auö bem ^nbpunfte berfelben bie IHpe BB' 
parallel mit AA', bie burdfe ben ©nbpunft B"' 
beg Bogens p ge^t. 5luf ber anbern 0eite 
von AA' iverben liegen: bie 0eite c fenfrec^t 
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auf AA' tm fünfte A, unb bie %e BB' pa« 
raKel AA', »om ^nbpunfte t)on 1» aul burd& 
ben @nb^)unft B" be§ Bogens r gel&enb. ®te 
0rÖfe ber ßinfc |(üngt t)on b ab, njelc^e 
5lbl^ängigfeit mx burc| CC" = f(b) au0brüf= 
fen moRen. 5(uf gleiche ^eife mxh = 
f(c) fern. Senn man CC al§ %e nel^menb 
eine neue ©rensünie üom fünfte C au^ biö 
SU i^rem ^ur^fd)mttg^unfte D mit ber 5licc 
BB' befd[)reibt, unb ben IBogen CD mit t be« 
Seic^net, fo ift BD ::= f (a), BB'' = 80 + DB'' 
= BD + CC" fDiglic& 

f(c) = f(a) 4- f(b) 
3luferbem bemerfen mir, baf (32. 0a|.> 

t = — r sin. II(a) 

Senn ber $erpenbtfel auf bie @bene be6 
$5)reie(fg ABC (§ig. 28.) anjtait im fünfte 
A in B errichtet morben märe, fo mürben bie 
ßinien c unb r biefelben geblieben fein, bie 
SBögen q unb t mürben (ich in t unb q, bie 
©eraben a unb b in b unb a unb ber Sin* 

hl n(a) in n{ß) »cränbcrn, folglich hätte man 

q — r sin. Hiß) 

morau? folgt, inbem man ben Serth öon q 
fubjiituirt, 
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Cos. II(a) = sin. niß) 

unb inbem man a itnb ß in !>' unb c öet* 
Snbert: 

sin. iJ(b) = sin. i7{c) 

ferner burc& SJ^nltipIifation mit 

sin. i7(b) == sin. J7(c) 

^ieraul folgt au(^ 
sin. /Z{a) = sin. /r(b) 

nun aber bie ©eraben a unb b oon ein» 
anber unabbängtg finb, unb außerbem f(b)= 

05 JT(b) = *4 TT für b = o, fo ijl für jebe 

gerabe ßinie a 
g-f(0 sin. /jr(a) 

bemnacb: 
sin. /7(c) = sin. JI(a) sin. i7{b) 

sin. n(ß) = Cos. J7(a) sin. J7(a) 

|)ieraua erbölt man noch hut6) ^erönbening 
ber §3u<bSciben: 

sin. 12{a) = Cos. II(ß) sin. /7^(b) 

Cos. ff{h) = Cos. nie) Cos. i7(a) 

Cos. iJ(a) == Cos. JT(c) Cos. n(ß) 

Senn man im ft^börif(ben rec&tminfligen 
^reiede (Sig. 29.) bie 0eiten i7(c), niß), 

niü), mit ben gegenüberüegenben Sinfeln 
/7(b), nia') bur^ bie S5n#aben a, b, c, 

4 



50 

A, n, bejeicfenet, fo ncl^men bk gcfunkncn 

01eid)ungcu bie Sorm berjeni^en an, i»e!c^e 
man befanntltd^ in ber fp^ärifcf)en ^rigono* 

metriefür re(^tmmflige$5)reiede bemeill, näntlt(|: 
sin. a ™ sin. c sin. Ä 

sin. b = sin. c. sin. B 

Cos. A ~ Co.s. a sin. B 

Cos. B — Cos. b sin. A 

Cos. c — Cos. a Cos. b. 

t»on mel'cben @Ieid)ungcn man übergeben fann 

pi benen für alte fpäTifd)e ^reiedt überbau^- 
^cmnocb b^ngt bie fpbärifcbe Srigonometrk 
nid)t bai>Dn ab^ ob in einem gerablinigen ^reb 

ede bie 0umme ber brei Sinlel glei(b fei 
§meien Med)ten ober nid)t. 

36) Sir moüen jebt aufb 9bcue ba@ red;t* 
minflige gerabHnige ®reied ABC (gig. 31.) 

betracbten, in meid^em bie 0eiten a, b, c, ttnb 
bie gegenüberliegenben SGSinfel n(a), Ji(ß)^ 
% TT finb. 9i)^an oerlängere bie |)^bkbenufe 
c über ben ^unft B b^öu^, unb mad)e BD 
= ß; im Ranfte D errichte man auf BD bie 

0enfred)te DD'-, melcbe folglich paraHel fein 
mirb mit BB', ber ^Verlängerung ber 0eite a 

jcnfeitb be§ fünftes B. bem fünfte A 
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man nocf) mit DD' £sb ^3^aröß€l€ AA' 

mclclie $«gleic6 au4 Mraßei mit CB' ijl, (25. 
0a^.) be^fealb ift ber SBinfel A'AD ir<c 
-f ß), Ä'AC = //(b) folgü^ 

n{h) = ll{a) -f- //(c H- ß) 
Sföenn man ß Don B au§ auf bie 

ti&emife c ]^ierauf im @ubbun!te D (gig. 

32,) innerl^alb bee ^reiec!^ auf AB bie 0en!- 
re^te DD' erricfitet, unb au6 bem fünfte A 

mit DD' bie parallele AA' fo mirb BC 

mit i^rer S5eriängerung CC' bie britte ^]>arab 

leie fein; aBbann ift: SBinfel CAA' = J7(b), 
DAA' = i7(c-~/9) folgii^ 

77(c — ^ 77(«) -h 77(b) 

S)iefe ie$te 0(eic^ung ift and) bann nod^ 
güitig, menn c = ß ober c <. ß. Senn c 

= ß (Sic;- ^3.), fo ift ber iiPer:penbiM AA' im 
^ipunfte A auf AB errichtet parallel ber 0eite 
BC ==:: a mit i^rer Verlängerung CC', folglich 
ift II(a) H 77(b) = '4 vT, mäbrenb auch 
7j(c—V; TT. (23. 0ah.') Senn c < 

fo fällt ba«^ @nbe oon ß jenfeit^ bef ^J)unFte^ 
Ä in D^ (gig. 34.) auf bie Verlängerung ber 
.^bpotl)enufe AB. ®er hier auf AD errichtete 

^])erpenbifel DD' nnb bie ihm au§ A parallele 



52 

Sinie AA' mirb ebenfalls ^^arallel bet 0eite 
BC = a mit if)nx SDerlcingerung CC' fein. 
S)ier tjl bet ^infel DAA' ^ Rißc) folg- 
It^ 27(a) H- zr(b) = tt — c) = Hie ~ 
(23, 0ab.) 
^ie ^erbinbung bet beiben gefiinbenen @lei- 
d&ungen giebt: 

2 /7(b) = /Z(c - ß) -h n(c + i?) 
2 n(a) = i7(c — i?) — iZ(c + /?) 

motauS folgt 
CosJr(b)^ Cos. [X X /r(c-^-/g)1 
Cos.JTC«) Cos. [Va i7(c — ß)— ‘4 /r(c -f- /?)] 

0ub(Htuitt man l^iet ben 2Öett&, (35, 0a|.) 
Cos. n{h) 
Cos. (a)i7 «Cos. jQr(c) 

fo erglebf jic& 
tg. % 27(ef = tg. ‘4 R(c ~ ß) tg. % nie -4- /S) 

®a 5iet ß einr beliebige 3a]&l i% mell bet 
Binfel Hiß) an bet einen 0eite an c beliebig 
genommen metben fann smifc^en ben ©tenjen 
o unb y, TT, folglid^ ^mifeben ben ^ren^en 
o nnb cß, fo mitb man folgern, inbem man 
bet £)tbmmg na<b /? = c, 20, 3e ii. f. m. 
.fe|t, haf für jebe |>ofttit)e 3ö6l ö: 

taug. '4 ^(c)" — taug. % n(nc) 

I 
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Betrarf)tet man n alö ^erlfeältnif gmeier 
Sinien x uab c unb nimmt man an, bofi 

Cot. % 27(c) ~ e' 
fü ftnbef man für jebe ^inie x im 
nen, ffe fei t.mptiö ober negatin, 

taiig. % i7(x) = e“^ 

m e iebe Beliebige fann, bie größer 
al^ bie ^inbeit ijl, meü //(x) = o für x = <». 

®a bie Einheit moburcb bie fiinien gemef^ 
fen merben, betiebig ijl, fo fann man unter e 
and) bie ^ap ber ^epeffd)en i^ogaritbmen 
nerjleben. 

37) SBon ben oben (35. 0ab.) gefünbenen 
@leid)ungen ift e6 binreid)enb, bie ^mei fob 
genben p fennen, 

sin. J7(c) — sin. i7(a) sin. /7(b) 

sin. nia) = sin. J7(b) Cos. n(ß) 

inbem man bie lebte auf beibe ©atmeten a unb 
b beliebt, um oub ihrer ^erbinbung bie übri¬ 
gen §mei (35. 0ab.) berjuleiten, ohne 
heutig feit ber algebraifdhen Stichen, ba hier 
aHe Sinfel fpile finb. ^uf ähnü^e SCßeife 
gelangt man §u ben gmei @lei<|üngen: 

1, tang. II(c) == sin. II (a) tang. i/(a) 
2. Cos. If(a) == Cos. II(c) Cos. Hiß) 
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Sir n>oUen je|t ein gerablintge^ ©reierf 
betrachten, beffen 0etten a, b, c, (gig. 35.) 
nnb bie ihnen gegenüberliegenbe Sin!el A, B, 
C finb. Senn A nnb B fpi^e Sinfel finb, 
fo fällt ber ^er:penbifel p au§ ber 0pihe be§ 
Sin!el§ C innerhalb be@ ®reiedf§ nnb theilt 
bie 0eite c in ^n?ei ^hrile, nnb gtnar in ben 
S^heil X auf ber 0eite beö SinfeB A, nnb 
c — X anf ber 0eite hH Sinfel^ B. ^er* 
geflalt entftehen jmei re^tminflige ^reiecfe, für 
neelche man bnrch ^Inmenbnng ber 0leidhung 
1,, erhält: 

tang. J7(a) = sin. B taug. i7(p) 

tang, i7(b) == sin. A tang. ir(p) 

»eiche Gleichungen nnberänbert bleiben, »enn 
auch riner ber Sinfel, B, ein rechter 
(gig. 36.) ober ein jinmpfer (gig. 37.) märe. 
S5)etnnach hnt man allgemein für jebeö ®reie^ 

3. sin. A tang. i7(a) — sin. B tang. Il(b) 

gür ein ^reiecf mit fpihen Sinfeln A, B, 

(8fg. 35.) hat man an^ noch (2. Gleichung) 
Cos, i7(x) == Cos. A Cos. ür(b) 

Cos. 77 (c — x) — Cos. B Cos. 77(a) 

»eiche Gleithungen fich ouch auf ©reietfe be* 
Riehen, in benen einer ber Sinfel A ober B 



ein teefeter ober fhimpfet \% 3»nt Setfpicl 
für B = X TT (Sig. 36.) mn ^ = c genont* 

tnen nserben, bie erjie (Blef^^ung gb^t bann in 
biejentge über, n)el(J)e n)tr oben gefunben l^a^- 
ben (21 @leic|ung), bie anbere aber rcirb i>on 
feibft erfüllt. Sür B > V, tt (gig. 37.) bleibt 

bie erfte ©lei^ung unoeränbert, flatt ber smei» 

ten aber mnf man entfpred)enb febreiben: 
Cos. J7{jl c) = Cos. {rt — B) Cos. II(a) 

ijl aber Cos. zr(x — c) — — Cos. ll(c — x) 

(23. 0a|.); unb auch Cos. {n—B) —— Cos.B. 
Senn A ein rechter ober Ifum^jfer Sinfel ijf, 
fo muf ftatt X unb c — x gefeit merben 
c — X unb X, um biefen Sali auf ben frühem 
gurüdjufübren. 

Um X aul beiben @leid)ungen ju elimini^ 

reu, bemerfen mir, ba| (36. 0a|.) 

Cos. nie — x) 

_ i — tang. Va n(e — x)^ 

~ 1 -4- tangTVs mc — x)“* 

1 — 

~ 1 -i- 

_ 1 — tang. Va nief Cot. % JI(xY 
~ ■nrtangTV. n(cf Cot % Uisf 
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Cos. i7(€) --- Cos. ITi%) 
“ 1 — €os. Jlic) Co§. i7(x) 

0ubfHhiirt man ^ter ben für Cos. 

iZCx), Cos. ir(c —x), fo erl^ält man: 

Cos. II(c) 
_Cos. lT(a) Cos. B -f- Cos. i7(b) Cos. A 

1 -f- Cos. i7(a) Cos. 11 (h) Cos. A Cos. B 

moraus 

Cos. UiaJ Cos. B 

c= Cos. Iljc) ■— Cos. A Cos, //(b) 
I — Cos. A Cos. ll(b) Cos. lT(c) 

unb enblicfe: 

sin. /7(c/ = [1 —Gos.BCos.J7(e)Cos. ijr(a)] 

X [1 —Cos. A Cos. /7(b) Cos. 77 (c)] 

äl^nlidje SBeife muf aii4 fern; 

4. sin. IT(ay= [1—Cos. C Cos. /7(a) Cos./7(b)] 

X [1 — Cos. B Cos. Jlic) Cos. üTCa)] 

sin. /7(b)*“ [1 — Cos. A Cos.77(b)Cos. /7(c)] 

X [1 — Cos C. Cos. 77(a) Cos. 77(b)3 

biefen bret @let(|ungen ftnbet man nocj): 

sin. Jlihf sin. J7(c)* 
sin. Jliaf 

= [l — Cos. A Cos. iZ(b) Cos. 

^kratt$ folgt ol^ne ber 
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5. Cos. A Cos. J7(b) Cos. I7(c) 

sin. Hjh) sin. Jlic) ____ , 
^ sin. Il(a) 

0ubflituirt man |ier beu SBert^ öon sin. aic) 
überemjlimmenb mit ber ^ieic^ung (3.) 

sin. ir(c)== tang. iZ(a) Cos. i7(c) 

fo erhält man 
Cos. n(c) 

Cos. ll(a) sin. C_ 

siii.Asjn.i7(b)-t-Cos.Asm.C Cos.J7(a)Cos.4?(b) 

aUt inbem man biefen ^iu^bru^ füt Cos. 

i7(c) in bie ®ieid)ung (4) fubjiitnirt: 
(6) Cot. Ä sin. C sin. //(b)-i Cos. C 

^ Cos, njh) 
Cos. i/(a) 

@liminatiün öon sin. /ir(b) mit ^ülfe 
ber @lei(^nng (3) fommt: 

Cos. iJ(a) 
Cos. i/(b) 

Cos. C 

Cos. A 
sin. B 

sin. C sin. I?(a) 

3n§mifd)ett gkbt bie @iei(|ung (6) burd) 
Serditbernng ber Bm^flaben: 
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Cos. jy(a) 
Cos, J7(b) 

— Cot B sm. C siw. /7(a) + Cos. C 

ben betben festen folgt: 
7. Cos. A “h Cos. B Cos. C 

— ^ sin. C 
sin. JI{a) 

'HUe t)ier @Ieid)ungett für bie ^lbl)ängig* 
feit ber 0eiten a, h, c, unb ber gegenüber- 

liegenben Sinfel A, B, C, im gerabiinigen 

^eiede merben bemnacb fein [@ieicb (3), (5), 

(6), (7)]: 
, siii. A tang. i7(a) = siii. B taug. iJ(i>) 

Cos. A Cos. i7(l)) Cos. nie) -t 
sin. /7(b) sin. II(c) ^ ^ 

sin. iZ(a) 

8.{Cot. A sin. C sin. /7(b) -f- Cos. C 

Cos. zr(b) 
Cos. JI{a) 

Cos. A -h Cos. B Cos. C 
sin.B sin.C 
sin, Il{a) 

^enn bie Seiten a, b, c be§ ®reiedg fe{)r 
ftdn finb; fo lam man fiel begnügen mit ben 
genäherten Sefümmnngen. (3b*. 0a|.) 
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Cot n(n) === a 

sin. /7(a) =: 1 •— */, a® 

Cos, // (a) =?= a 

iinb auf ä^nli^ SBeife aud) für hk anberen 
0eiteu b unb c. ®ie @leicf)iingen 8. gefeeti 
für fold)C über in fof^eni>e: 

b sin. A — a sin. B 

a® = b* “h — 2bc Cos. A 

a sin. (A-+-C) = b sin. A 

Cos. A + Cos. (B 4- C)—o 

95ott biefen iileicbungen fmb bte beiben 
erjlett in ber gen^öbnli^en (Geometrie ange^ 
ttommen; bie beiben lebten führen mit ^ülfe 
ber rrften $u bem 0d)lui)e 

A -f- B -ir C == 7t 

J5)emna4) gel)t bie imaginäre Geometrie in bie 
gemöb^lidbe über, mm man imrau^felt, baf 
bie 0eiten eine^ gerablinigen ®reiecf§ febr flein 
fittb. 

lieber bie ^lubmeftung ber frummen 2U 
nien, ber ebenen giguren, ber £)bcrfläd)en unb 
be§ Snbalt^ ber :^ör^?er, fo mie über bie 
menbung ber imaginären Geometrie auf bie 
InalbP; bube i($ einige llnterfud)ungen in 
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ben ,, ^ielel&rten 0d&riften htt Unberfität fa* 
fan'' üeröffentUc^t. 

$S)ie ®{ßic6ungen(8.)gemäj^rm für jid& fel&ji 
f(6on eine Jinreid^enbe ^runblage, nm bie 
Sorau^febnng ber imaginären Geometrie aU 

ntoglid^ an;^ufeF)en. ^emnac^ giebt H fein 
anbere0 ^Jfittel oB bie aflrönomifdjen Seobac^* 
tnngen px |)üffe §u nebmen, um über bie 
nauigfeit in nrtbeüen, ben Bere<|nun* 
gen ber gemöbniicben Geometrie gufommen. 
SHefe ^enauigfeit erj!re<ft jt(b, mie i(| in einer 
meiner ^bbonblungen gezeigt habe, febr meif, 
fo baf p in J^reiecfen, beren 0eiten für 
nnfere ^uStneffungen pgängüdb finb, bie 0uni* 
me ber brei ^infel no^ nidbt nm ben bnn^ 
bert^en ^i^er 0ecimbe non stnei 0fe^‘ 
ten nerf^ieben ift. 

ifi nod) benterfensmerfb, baf bie hier 
@lei#nngen (8.) ber ebenen Geometrie in bie 
@!eicbungen für fpfeärifcbe ©reieefe übergeben, 
menn man üait ber 0eiten a, b, c febt: 
a V —1, b V — 1, c V—1, mit biefer ^eränbe* 
mng muf man aber folgli^ audb fe|en: 

1 
sin. J7(a) = 

Cos. a 
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Cos. ir(a) = y—1 taug, a 

tang. Är(a) = 

unb auf ä^ultc^e Seife au(^ für He 0eiten 
h unb c. ^ergeßait geH nmn öon ben 0lei* 
jungen (8.) über §u ben folgenben: 
sin. A sin. b ~ sin. B sin. a 

Cos. a^Cos. b Cos. c + sin. b sin. c Cos. A 

Cot. A sin. C + Cos. C Cos. b — sin. b Cot. a 

Cos. A — Cos. a sin. B sin. C—Cos. B Cos. C 



^naftatifc^er ^rucJ toon 5l.S)aimenberg. SS^ertin, 





/ ( 

{ 

1 

■/ •£#(' 

:■ 

v„ 









1 

i 

1 



JT
-o

 









■ 

f 
•j*i- 

‘-5. 

■9 

‘ J ‘ 

‘ßim. 

4 

\\ 
. ' 

A: 
V 

■t 

I 

V V V »* * < ^ ^ ' 

r 

.’) 

\ 

•n' •’ 



QA Lobachevskii, N. 1. 
685 Geometrische 
L79 Untersuchungen zur 
G1887 Theorie der 
RB Parallellinien ... 
NMAH 1887. 

T ■i-. 



SMITHSONIAN INSTITUTION LIBRARIES 

3 9088 00568 9559 








